
Sokváltozós regressziós vizsgálatok

(Multiple Regression Analysis)

KAPCSOLATVIZSGÁLATI MÓDSZEREK



Két ismérv (x és y) közötti kapcsolat

▪ A két ismérv független egymástól, ha x ismérv szerinti 

hovatartozás nem ad semmiféle többlet információt az y

szerinti hovatartozásról.

▪ A két ismérv között sztochasztikus összefüggés van, ha az

egyik ismérv változathoz való tartozásból tendenciaszerűen,

valószínűségi jelleggel következtethetünk a másik ismérv

szerinti hovatartozásra.

▪ A két ismérv függvényszerű kapcsolatban áll egymással,

ha a vizsgált egységek x szerinti hovatartozásának 

ismeretében teljesen egyértelműen megmondható azok y

szerinti hovatartozása is.





Regresszió (Regression)

• Általános jelentése: visszaesés, hanyatlás, 

visszafelé mozgás.

• Orvosi területen (regrediál): a betegség 

javulása.



Sir Francis Galton

Born: February 16, 1822, Birmingham, 

United Kingdom

Died: January 17, 1911, 



Eredményváltozó Magyarázó változó

(prediktandusz)             (prediktor)

Egyváltozós lineáris modell

Hiba (0 átlagú)

+= xbaŷ



Regressziós felületek

• Egy változó esetén: regressziós egyenes.

• Két változó esetén:  regressziós sík.

• Több változó esetén: regressziós felület.



Pearson féle lineáris 

korreláció 

(Bivariate correlation)



Carl (Karl) Pearson

Born: March 27, 1857, Islington, London, 

United Kingdom

Died: April 27, 1936, Capel, United 

Kingdom



Parciális korreláció (partial correlation):

A parciális korreláció arra ad választ, hogy milyen mértékű lenne X és Y 

változók között a kapcsolat, ha kiszűrnénk Z változó hatását az X és Y 

változókra. Az X változót tekintjük itt a független változónak, az Y-t pedig a 

függő változónak. 

A vizsgált független változóból szűrjük ki a többi független változó

hatását. Ez megmutatja, hogy mennyivel változna az R2 értéke,

ha a lineáris egyenletbe bevonnánk az éppen vizsgált változót. 

Szemiparciális korreláció (semipartial correlation):







Dimenzió: méret, kiterjedés. Hétköznapi használatban a dimenzió a fizikai tér, 

a testek különféle méreteinek, nagyságfajtáinak (szélesség, hosszúság, 

magasság) összefoglaló neve.

Forrás: Wikipédia

Az egyes térdimenziók bemutatása



Lineáris regresszió: olyan paraméteres regressziós modell, mely feltételezi a magyarázó-
(X) és a a célváltozó (Y ) közti (paramétereiben) lineáris kapcsolatot: az adatok 
pontfelhőjére egy egyenest illesztünk.

Komplex modell=Hierarchikus lineáris regresszió: csoportosított adatok hierarchikus 
szintekre osztása esetén használjuk. Pl. 
a) Oktatásban, ahol az adatok gyakran a tanuló, az osztály és az iskola szintjeire 

oszthatóak. 
b) Ismételt méréses kutatásnál, a más időpontokban és más kondíciók között gyűjtött 

adatot minden résztvevő személynél önmagához mérjük. 



A többváltozós lineáris regresszió
A regressziós egyenlet együtthatóinak a keresése a legkisebb 
négyzetek elve alapján történik. Geometriailag az (r+1)-dimenziós 
térben adott pontokhoz legjobban illeszkedő (hiper) síkot 
keressük. 

A megoldás matematikai módszere: mátrix-egyenletek megoldása.



Az együtthatók értelmezése azonos az egyszerű lineáris regressziónál 

tanultakkal!



Feltételezzük, hogy valamennyi változóra n számú 

megfigyelésünk van, amelyeket célszerűen 

vektorokba, illetve mátrixba rendezhetünk:
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• Ökölszabály (thumb of law): 

a szükséges esetek száma > 8*a bevont változók száma.



Többszörös regresszió használatához a 

feltételek

• Linearitás a függő változóval: ha ez nincs, akkor alábecsüljük az y-t, 

pontatlan a modell.

• Mintaszám: kis elemszám növeli a β-hibát. Ökölszabály betartása 

többváltozós vizsgálatoknál.

• Nincsenek több dimenziós extrém (outlier) értékek: az együtthatók 

torzítását eredményezik. 

• Nincs multikollinearitás: az összefüggő változók nem értelmezhetők. Ki 

kell hagyni a kevésbé fontos változót.

• Minden változónak van varianciája: nincs konstans változónk.

• Nincs kovariáns (külső befolyásoló változó).

• Független hibák: a belső korrelációk a CI-t, a szignifikancia értékeket 

torzítják.

• Hiba normális eloszlása: a normalitás sérülése, más feltételek 

sérüléseként keletkezik.

• Változók típusai: dummy-változó is engedett (pl. beteg neme).

• Homoszkedaszticitás (varianciák homogenitása vagy 

szóráshomogenitás): a heteroszkedaszticitás rontja a konfidencia-

intervallumokat, torzítja a szignifikancia értékeket.





• A multikollinearitás úgy is 

megfogalmazható, hogy a magyarázó 

változók között korreláció van.

• Multikollineáris esetén mind a becslés, mind a 

paraméterek értelmezése megnehezedik, 

hiszen a magyarázó változók hatásait nem 

lehet egyértelműen szétválasztani.

• Minden változó hatása minden más 

változóban is megjelenik, a becslések 

bizonytalanná válnak. 



Multikollinearitás ellenőrzése

- |R|=0 multikollinearitás, 

|R|=1 a vált. függetlenek.

- Többszörös determinációs együtthatóval:

R2

A multikollinearitás mérőszámai:

•kondíciós index (CI)
•variancia hányad
•variancia infláló faktor (VIF)
•tolerancia



A multikollinearitás mérőszámai 1.

A kondíciós index (CI) a magyarázó változók korrelációs mátrixának 
sajátértékeiből számolt statisztika. A legnagyobb és legkisebb 
sajátértékek hányadosának négyzetgyöke. A CI>15 esetében 
megállapítható az erős kollinearitás. 

min

max




=CI

Variancia hányad is utalhat multikollinearitásra. Ha egy-egy nagy 
kondíciós index sorában több regressziós együtthatónak van 
magas variancia hányada. A regressziós együtthatók varianciáit a 
sajátértékek között szétosztjuk.



A multikollinearitás mérőszámai 2.





• A VIFj -mutató reciprokát toleranciamutatónak 

nevezzük. 

• Értéke: 0  Tolerancia  1. 

• Minél nagyobb a multikollinearitás mértéke 

annál közelebb van a mutató értéke a 

nullához (<0.2).

VIF j

Tolerancia
1

=

A multikollinearitás mérőszámai 3.





Leginkább azonos szórásúságnak lehetne fordítani. 



Filozófiai elv: két, az adott jelenséget 

egyformán jól leíró magyarázat közül azt 

érdemes választani, amelyik az 

egyszerűbb.

„Borotvával hasítsuk ketté a 

szükségtelen hipotéziseket! ”  

(William Ockham)



Beágyazott modellek:

1. Modell: Se_hdl = b0+b1Nem+b2Tsuly

2. Modell: Se_hdl = b0+b1Nem+b2Tsuly+b3Se_trig+b4Se_chol







• Ridge regresszió: torzított, de kisebb varianciájú becslőfüggvényt ad, mint
a legkisebb négyzetek becslőfüggvénye.















Milyen eljárást használjunk:

Blockwise, Enter vagy Stepwise?

• Ha előzetesen van elképzelésünk a megoldásról, akkor 

Blockwise (hierarchikus) módszer ajánlott:

- a számunkra fontos változókat hangsúlyozottan használhatjuk

• Exploratív vizsgálatnál Enter módszer ajánlott:

- a változó modellbe kerülését nem befolyásolja az előzetes tudás 

vagy elképzelés,

- pontos képet kapunk a függő és független változók kapcsolatáról, 

illetve a független változók kapcsolatrendszeréről.

• Takarékos vagy gazdaságos (parsimonious) modell 

keresésénél Stepwise:

- a lehető legkevesebb prediktorral a lehető legjobb becslést tenni,

- hátránya: a változókról önmagukban kevés információt kapunk,

- overfitting veszély!

- támadják: véletlen és matematikai döntéseken múlik, a kutatónak 

„nincs beleszólása” a modellbe.



Shrinkage módszerek

• Ridge regresszió

• Lasso

• Legkisebb szög regresszió (2004)

• Bilineáris regresszió

Megjegyzés: multikollinearitás esetén érdemes kipróbálni a Stepwise

regresszió-analízist standardizált változókkal.



Az epidemiológiában az ún. instrumentális változók (IV, instrumental variables)

módszerét használják az ok-okozati összefüggések becslésére, ha az ellenőrzött

kísérletek nem megvalósíthatók, vagy ha egy kezelést nem végeznek el sikeresen minden

egység számára egy randomizált kísérlet során.

Az IV-eket akkor alkalmazzuk, amikor egy „érdekes” magyarázó változó korrelál a

hibataggal, amely esetben az ismert OLS (legkisebb négyzetek) és az ANOVA torzított

eredményt adnak. Egy valós IV indukálja a magyarázó változó változásait, de nincs

független hatása a függő változóra. A módszer lehetővé teszi a magyarázó változó

tényleges oksági hatását a függő változóra.



Feladat: 2-es típusú diabateses betegeket vizsgáltak. A

vizsgálat célja, hogy megállapítsák, a HDL (védő) koleszterin

értékre a felsorolt változók milyen hatást fejtenek ki: testsúly,

testmagasság, SE_chol, SE_trig, HbA1c, betegek neme, CRP

értékek.

*Forrás: Prof. Dr. Füst György engedélyével.

Megjegyzés: megemlítendő, hogy a független változók (xi)

bizonyos esetekben ordináris vagy nominális változók is

lehetnek (dummy változó, például a „nem” mint a jelen

példában).

*Magyar Kardiovaszkuláris Konszenzus 

ajánlása, 2009



Intelmek (Remonstrances)

• Nincs recept a sokváltozós analízisre.

• Tapasztalatnak nagy a szerepe.

• A szoftverek összetettek. Excel is 

használható (korlátozottan).

• Nagy a felhasználói szabadság.

• Tengernyi adatot adnak a szoftverek.

• Szakmai kontroll a végeredményre!!!









All effects



Stepwise regression





Standardizált regressziós koefficiens b* (általában Beta, path coefficient) 

lehetővé teszi a regressziós koefficiensek korrekt összehasoníthatóságát. Az a 

független változó gyakorolja a legnagyobb hatást a függő változóra, melyre ez 

az érték a legmagasabb. A „szabványosított” együtthatók a mértékegység 

nélküliek.A mértékegység megváltoztatásával ezek is változhatnak.
Ettől a jelenségtől szeretnénk megszabadulni. Azaz standardizálunk, ami azt jelenti, hogy 0 
várható értékűvé, és 1 szórásúvá transzformáljuk az együtthatókat.

Első lehetőség: az adatbázis standardizálása, majd a
becslések lefuttatása, melynek eredményeképp megkapjuk a
standardizált regressziós együtthatókat.



SAS output

ellenőrzésre

A Variance Inflation oszlop alapján a Nem, a Tmagasság változók nem 

szerepelhetnek egy modellben, mert nem függetlenek egymástól.



SAS 

output

Sweep mátrix használata a VIF érték megállapítására



Új modell

Keresett modell:

1. A triglicerid és a HDL között fordított kapcsolat van: növekedett 

trigliceridszint mellett csökken a HDL szintje vagy fordítva.

2. Testsúlyra vonatkozóan: hasonló a fentihez a megállapítás.

3. Nemekre vonatkozóan: nők esetében magasabb a HDL érték.

Következtetések:



Error tagban a változás:

0.01!

Megfontolandó a Se_trig 

modellbeli szerepe!



Se-Trig szerepe a modellban

Modell1:

y   = 1.62 + (0.138 ∙ Nem) − (0.0062 ∙ Tsuly) 

Modell2:









Bonyolultabb eljárások





Köszönöm figyelmüket!


